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摘要 本文通过直接数值模拟研究了链环涡管在不可压缩黏性流中的演化过程. 在初始时刻的链环涡管由
两个变形的涡环组合而成,其螺旋度为依赖于涡轴参数方程的解析表达式,进而可利用该初始流场进行涡
管演化研究与螺旋度分析.发现当初始链环涡管的涡量方向具有相同手性时,链环涡管和环面纽结涡管的
演化具有类似的涡动力学过程;而当它们具有相反手性时,涡管间的强涡量梯度会使两涡环在短时间内产
生剧烈的涡重联,从而导致涡环由快速的尺度级串过程达到类湍流状态.

关键词 涡管,螺旋度分析,涡动力学

PACS: 47.27.-i, 47.27.Eq, 47.27.Nz, 47.40.Ki, 47.85.Gj

1 引言

螺旋度 (以下简称螺度) 可表征流场涡线间的
拓扑关系 [1, 2],且是理想流动中的守恒量.但若考虑
真实流动中的涡管厚度和黏性耗散,螺度的意义及
演化规律则可能非常复杂.为分析真实流动中的螺
度,可考虑对有限个孤立涡结构的螺度进行分解 [3].
即将流场看成有限个孤立的涡结构组成,而流场的
速度场便由这些孤立涡结构的涡量场诱导而成.此
时流场螺度可分为两部分,即由各涡结构涡量场和
自身诱导的速度场作用而成的自螺度,以及由各涡
结构涡量场和其他结构诱导的速度场作用而成的互

螺度.该分解后得到的互螺度与不同涡结构之间的
拓扑关系有关,而自螺度则仅与涡结构本身的几何
形状和涡量分布有关.如果考虑的涡结构都是闭合
的涡管结构,则相应的互螺度和自螺度具有明确的
解析表达式.粗略地说,互螺度由涡管相互之间的链
接数和沿涡轴的涡通量表征 [4, 5], 而自螺度由涡管
的环向和极向涡通量函数表征 [3, 6, 7].

上述螺度分析和涡管结构间的密切联系促使了

简单闭合涡管的构造和数值模拟研究 [8–10],但目前
缺乏对复杂链环涡管的相应研究.主要原因是数值
上难以构造精确的细涡管,以准确模拟复杂涡结构
在流场中的演化.本文利用近期提出的涡管纽结一
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般性构造方法 [11],构造了一系列链环涡管算例.这
些链环涡管是由两个变形的涡环组成.基于已有的
螺度分解框架,本文对构造的链环涡管进行了螺度
分析,并对螺度的理论计算公式进行了数值验证.该
验证一方面可以检验理论公式的正确性,另一方面
可以检验数值算法的精确性.然后我们用直接数值
模拟研究了这些链环涡管在黏性流中的演化过程.
总体来说,这些算例分为两类,一类是组成链环涡管
的涡环具有相同手性的涡量方向,另一类则是具有
相反手性的涡量方向. 如果用涡量强度等值面 (或
其他基于速度梯度张量的涡识别方法)去识别这些
涡结构,则会得到相同的等值面形态,但不同螺度对
应的不同涡管手性会导致演化中完全不同的涡动力

学现象.

2 有限个孤立涡管的螺度分析

螺度的定义为

H ≡
∫
Ω

hdΩ, (1)

其中 Ω为流场空间, dΩ为体积微元,螺度密度为

h ≡ u · ω, (2)

这里 u是速度场, ω = ∇ × u是涡量场.
当流场由有限个孤立涡管组成,螺度可以分为

自螺度和互螺度 [3].设流场可以分为 n个孤立的以
非退化 (曲率处处非零)闭曲线 Ci,

x = ci(ζ) (3)

为涡轴的涡管结构 Ωi (i = 1, 2, · · · , n),并设 Ωi 的涡

通量为 Γi.假设 Ωi 内涡量诱导的无散速度场为 ui,
即满足

∇ × ui =

{
ω, x ∈ Ωi,

0, x < Ωi,
(4)

则该涡量场螺度 H可以做如下分解:

H = Hs + Hm, (5)

其中自螺度为

Hs =

n∑
i=1

Hii, Hii =

∫
Ωi

ui · ωdΩ, (6)

互螺度为

Hm =

n∑
i, j=1,i, j

Hi j, Hi j =

∫
Ωi

u j · ωdΩ. (7)

涡结构Ωi对Ω j的诱导螺度Hi j可以计算为
[4, 5]

Hi j = ΓiΓ jLi j, (8)

其中的高斯环绕积分

Li j =
1

4π

∮
Ci

∮
C j

(dci × dc j) · (ci − c j)
|ci − c j|3

(9)

描述了两根涡管的链接数,在理想流中是一个拓扑
不变量.

涡管 Ωi 对自身的诱导螺度与涡轴曲线的“拧
度”和绕轴螺旋涡线有关 [12].本文考虑的涡管不包
含绕轴螺旋的涡线,此时涡管 Ωi 对自身的诱导螺度

为 [11]

Hii = Γ
2
i Wri, (10)

其中

Wri =
1

4π

∮
Ci

∮
Ci

(dci × dc′i) · (ci − c′i)
|ci − c′i |3

(11)

称为闭曲线的拧度.综合式 (6)–(8),和 (10),将式 (5)
重新写为

H =
n∑

i=1

Γ2
i Wri +

n∑
i, j=1,i, j

ΓiΓ jLi j. (12)

3 初始链环涡管的构造

本节我们将构造初始链环涡管.在先前的纽结
涡管研究中我们构造了环面纽结作为初始纽结涡管

的中心涡轴 [11]. 为了方便纽结涡管和链环涡管螺度
分析和涡动力学分析的对比,这里仍然构造此类嵌
入在环面上的涡管作为数值算例的初始条件.在本
文算例中,初始链环涡管由两个给定的环面涡环(即
这两个涡环可以嵌入在一个环面上)组成.其中第一
个涡环的涡轴为参数曲线:

cx(ζ) = π + [1 + 0.5 cos(qζ)] cos(pζ),

cy(ζ) = π + [1 + 0.5 cos(qζ)] sin(pζ),

cz(ζ) = π − 1.5 − 0.5 sin(qζ).

(13)

040005-2
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第二个涡环的涡轴为将曲线(13)绕直线(x, y) = (π,
π)顺时针旋转π/q弧度而成. 这里参数(p, q)有三种
选择, 分别为(p, q) = (1, 2), (1, 3), (1, 4). 由于该链
环涡管由两个涡环组成,因此链环涡管的涡量方向
有两种情况,分别为两涡环的涡量方向具有相同和
相反的手性. 我们将两个涡环涡量具有相同手性
的链环涡管记作S 1,2, S 1,3, S 1,4, 而相反手性的链环
涡管记作D1,2, D1,3, D1,4.这六个链环涡管的涡轴几
何拓扑参数Wr和L12列在表1中,其中Wr为涡环中心
轴(13)的拧度, 由式(11)计算.由于组成链环的两个
环形闭合曲线具有旋转对称性,因此两个闭曲线具
有相同的拧度,这里不再用下标区分两个结构的拧
度. 而L12为组成链环的两根闭曲线相互的链接数,
由式(9)计算.从表1中可以看出,组成链环的两个涡
环具有不同手性时将改变两涡环之间链接数的正负

号,因此这两组具有不同涡量手性的链环涡管具有
显著不同的螺度.
对给定的链环涡轴,相应的涡量场构造为 [11]

ω(x) = Γ f (ρ)T, (14)

这里x是笛卡尔坐标系下的空间坐标位置, Γ=2为
沿涡轴的涡通量, ρ为坐标点x离涡轴的距离, T表示
过x作涡轴法平面与涡轴相交处的单位切矢量,

f (ρ) =
1

2πσ2 exp
(
− ρ

2

2σ2

)
(15)

为涡量在截面的分布函数, 其中σ = 1/
(
16
√

2π
)
≈

0.025.由于涡管的涡量高度集中在涡轴附近,因此
存在0<ϵρ ≪ 1,使得对 f (ρ) > ϵρ处的ρ和T都可由x唯
一确定.忽略 f (ρ) ≤ ϵρ处的涡量场,这样确保了定义
在x点处的涡量场(14)可唯一确定.
对表1中给定的涡轴和由式(14)确定的涡量场,

我们用文献[11]中的方法进行了数值构造. 具体来
说, 在以L=2π为边长的周期盒子中构造这些涡管,
则相应的速度场可以通过傅里叶变换由涡量场求

解:

u = F −1
(
ik × ω̂
|k|2

)
, (16)

其中F −1表示傅里叶逆变换算子, k为波数矢量,
ω̂ = F (ω)为涡量场ω的傅里叶变换结果. 此外数
值计算的网格为N3 = 5123.

表表表 1 链环涡管数值构造中的几何与拓扑参数

Table 1 Parameters and geometrical/topological quantities in the nu-
merical construction of six linked vortex tubes

Case (p, q) Wr L12 H ϵH

S 1,2 (1, 2) 0.57 2 20.54 9.3 × 10−7

S 1,3 (1, 3) 1.34 3 34.72 8.4 × 10−7

S 1,4 (1, 4) 2.22 4 49.76 3.3 × 10−6

D1,2 (1, 2) 0.57 –2 −11.46 2.0 × 10−6

D1,3 (1, 3) 1.34 –3 −13.28 3.8 × 10−6

D1,4 (1, 4) 2.22 –4 −14.24 2.3 × 10−7

图1中展示了表1中所列的六个链环涡管的涡量
强度等值面|ω| = 40,等值面上用螺度密度染色.由
于该涡管的涡量强度等值面是涡面 [11, 13, 14],在等值
面上积分的涡线可完全与等值面贴合,从而验证了
数值构造的准确性.

由于这里构造的涡管不包含涡线绕轴螺旋产生

的螺度 [11],因此我们可以利用第2节的方法对流场
进行螺度分析.由于我们构造的链环涡管由两个涡
环构成,且两个涡环具有旋转对称性,因此计算螺度
的式(12)可以简化为

HC = 2Γ2(Wr + L12), (17)

这里为了区分通过方程(1)计算的螺度,用HC来表示

由涡轴确定的螺度.从而我们可以对数值构造的流
场定义螺度的偏差

ϵH ≡
|H − HC |
|H| , (18)

其中H由式(1)数值积分而成, HC由式(17)计算. 我
们在表1中列出了六组算例的H和ϵH , 发现ϵH约
为10−6的量级, 定量表明了该链环涡管数值构造
非常精确.

4 链环涡管的在黏性流中的演化

4.1 直接数值模拟

对第3节构造的链环涡管,用直接数值模拟研究
其在不可压缩黏性流中的演化.不可压缩黏性流速
度场u(x, t)的控制方程为Navier-Stokes (NS)方程

∂u
∂t
+ (u · ∇)u = −1

ρ
∇p + ν∇2u,

∇ · u = 0,
(19)
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图图图 1 (网络版彩图)链环涡管的涡量强度等值面 |ω| = 40.所有的等值面用螺度密度染色,并在其上积分了若干涡线. (a) S 1,2,
(b) S 1,3, (c) S 1,4, (d) D1,2, (e) D1,3, (f) D1,4

Figure 1 (Color online) Isosurfaces of |ω| = 40 of initial linked vortex tubes. The isosurfaces are color-coded by the helicity density. Some vortex
lines are integrated on the surfaces. (a) S 1,2, (b) S 1,3, (c) S 1,4, (d) D1,2, (e) D1,3, (f) D1,4.

其中t是时间, p是压力, ρ是密度, ν是黏性系数.

我们用伪谱法 [15]在以2π为边长的周期盒子中
求解方程(19). 混淆误差用2/3截断法消除, 保证
有效的最大波数为kmax ≈ N/3. 时间推进方法为二
阶Adams-Bashforth格式,其中时间步长足够小使相
应的Courant-Friedrichs-Lewy数小于0.5以满足数值
稳定性.

在 进 行 直 接 数 值 模 拟 时, 黏 性 系 数 选
为ν=0.001, 即相应的雷诺数为Re ≡ Γ/ν=2000.
所有算例中的空间分辨率kmaxη > 1.9, 满足解
析最小流动尺度的精度要求 [16], 这里η = (ν3/

ε)1/4为Kolmogorov尺度, ε = ν
∑

k(|k||̂u|)2为流场的

平均耗散率.

4.2 数值结果

通过以表1中列的六组链环涡管为初始条件,并
求解NS方程(19),我们得到这六组链环涡管及其相
应的流场参数随时间的演化.这里展示主要的流场
统计规律和相应的涡管几何变形与拓扑变化过程,

并分析流场统计规律和涡动力学之间的关系.

图2和3中分别展示了流场的总能量Etot=∑
k |̂u|2/2和平均耗散率随时间的演化,其中û=F (u).
总能量在黏性耗散的作用下不断衰减,其衰减速度
和平均耗散率的大小有关.总的来说,平均耗散率也
是逐渐衰减的,但有可能出现一些局部的峰值,这些
峰值往往与流场的显著拓扑变换有关,如涡管重联
与链环解开等 [11].

图4展示了流场螺度随时间的演化.当组成链环
涡管的两变形涡环具有相同涡量手性时,两涡管之
间的链接数L12为正,故由式(17)可知该链环涡管的
自螺度与互螺度相互叠加,从而总螺度趋向于有限
大正值.而当组成涡链环的涡环具有相反的涡量手
性时,两涡管之间的链接数L12为负,此时涡管的自
螺度与互螺度相互抵消, 从而总螺度趋向为零. 此
外,螺度在演化过程中可能在一定程度上不随流场
结构拓扑变化而改变 [11].

图5和6中分别展示了图1对应的六组链环涡管
的涡量强度等值面随时间的演化,所有的等值面上
用螺度密度染色. 对于涡量方向具有相同手性的链
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图图图 2 (网络版彩图)链环涡管直接数值模拟中总能量随时间
的演化

Figure 2 (Color online) Temporal evolution of the total energy in the
direct numerical simulation of six vortex links.
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图图图 3 (网络版彩图)链环涡管直接数值模拟中平均耗散率随
时间的演化

Figure 3 (Color online) Temporal evolution of the mean dissipation
rate in the direct numerical simulation of six vortex links.

环涡管,即算例中的S 1,2, S 1,3,和S 1,4, 这些链环涡管
的演化过程和环面纽结涡管的演化过程类似 [11]. 其
相应的动力学过程包括链环涡管的解开、小涡环的

分离不同涡环轴向上的“蛙跳”穿越等. 从而也可以
看出,虽然纽结涡管和链环涡管具有不同的拓扑结
构,即不同的连通性,但这种拓扑性质的差异对涡管
的动力学演化并没有产生显著的影响.在整体一致
的涡动力学过程下,这些涡管演化的差异和他们由
式(17)定义的涡轴螺度是相对应的. 即对涡轴螺度
较小的流动, 这些涡链环的解开与重联等特征涡动
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图图图 4 (网络版彩图)链环涡管直接数值模拟中螺度随时间的
演化

Figure 4 (Color online) Temporal evolution of the helicity in the direct
numerical simulation of six vortex links.

力学过程的发生时间往往滞后.

而当初始涡量方向具有相反手性的链环涡管

演化规律则完全不同.由于组成链环涡管的两个涡
环之间的链接数为负,所以这些涡管的螺度密度整
体为负. 在演化的过程中, 组成链环的两个结构在
自诱导速度下分别向相反的方向螺旋和平动.由于
两个涡环在初始时刻的空间位置非常靠近,随着流
场的演化,具有不同涡量方向的两个闭合涡管会相
互靠近并重合.在涡管重合处具有非常大的涡量梯
度,导致流场发生一系列的重联与尺度级串过程.如
图6(i)中橙色圆圈所标记的 A 处, 在这个局部区域
具有四个不同涡量方向的涡管积聚在一起,伴随各
自诱导速度的相互排斥,这四个结构在图 6(l)中向
四周分散开来.于是整体涡结构分解为五个子结构,
包括四个分散出去的涡环结构和中间的复杂网状涡

结构.对于分离出去的四个涡环结构,由于图6(i)中
的B处两个相反涡量方向的涡管高度靠近,导致该
处在6(l)中产生高度振荡,使流场结构继续向小尺度
转化.

总体上三个涡量方向具有相反手性的链环涡

管D1,2, D1,3,和D1,4的演化过程类似,只是其分解出
的子涡结构个数不同.链环涡管D1,2, D1,3,和D1,4的

第一次解开时间分别为t ≈ 1.5, 1,和0.5.该时间点和
图中的耗散峰值高度吻合.由于环链解开过程中黏
性耗散的剧烈增长,此后流场能量已大幅度下降,后
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图图图 5 (网络版彩图)链环涡管在黏性流中演化的涡量强度|ω|等值面.从左到右三列代表三种不同初始条件,分别为S 1,2, S 1,3,
和S 1,4.从上到下四行代表四个不同时刻,并对这四个不同时刻取不同的涡量强度阈值,分别为t = 1, |ω| = 40, t = 2, |ω| = 35,
t = 3, |ω| = 30,和 t = 4, |ω| = 25.所有的等值面用螺度密度染色
Figure 5 (Color online) Isosurfaces of |ω| in the temporal evolution of S 1,2, S 1,3, and S 1,4 (from left to right columns) at t = 1, 2, 3, and 4 (from
upper to bottom rows). All the isosurfaces are color-coded by the helicity density. The isocontour values of |ω| are 40, 35, 30, 25 at t = 1, 2, 3, and 4,
respectively.

续的演化过程对流场统计量的反馈相对不再明显.
此后流场总能量和平均耗散稳定下降,流场螺度逐
渐衰减至零附近.

5 总结

本文利用近期提出的有限厚度涡管一般性构

造方法, 构造了六个链环涡管算例. 这些链环涡管

的初始条件是由两个变形的涡环组合而成.链环涡
管的初始螺度满足依赖于涡轴参数方程的解析表

达式.我们验证了该数值构造的链环涡管非常精确,
在5123的数值网格尺度下,其数值积分计算的螺度
与理论表达式的相对误差为10−6的量级.

以该链环涡管为初始条件,我们利用基于伪谱
法的直接数值模拟研究了它们在不可压缩黏性流中

的演化过程. 这六组涡管算例可以分成两类, 即两
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图图图 6 (网络版彩图)链环涡管在黏性流中演化的涡量强度等值面|ω|=40.从左到右三列代表三种不同初始条件,分别为D1,2,
D1,3,和D1,4.从上到下四行代表四个不同时刻,分别为t=0.2, 0.4, 0.6,和 1.2.所有的等值面用螺度密度染色
Figure 6 (Color online) Isosurfaces of |ω|=40 in the temporal evolution of D1,2, D1,3, and D1,4 (from left to right columns) at t=0.2, 0.4, 0.6, and 1.2
(from upper to bottom rows). All the isosurfaces are color-coded by the helicity density.

个初始涡环的涡量方向分别具有相同或相反的手

性. 当两个涡环的涡量方向具有相同的手性时, 这
些链环涡管的演化过程和环面纽结涡管的演化过程

类似. 其相应的动力学过程包括链环涡管的解开、
小涡环的分离及不同涡环轴向上的蛙跳穿越等. 因
此,涡管连通性的差异对其演化过程中的动力学现
象并没有产生显著的影响.在整体一致的涡动力学
过程下,这些涡管演化的差异和涡轴螺度是相对应
的,即对涡轴螺度较小的流动,这些涡环链的解开与

重联碎等涡动力学过程的发生往往滞后. 而涡量方
向具有相反手性的链环涡管演化规律则完全不同.
组成链环的两个涡环结构在自诱导速度下分别向不

同的方向螺旋和平动.由于这两个结构在初始时刻
间距较小,具有不同涡量方向的两个闭合涡管在演
化中会快速碰撞和重合.故在涡管重合处产生非常
大的涡量梯度,导致流场发生一系列的重联与尺度
级串过程,从而在短时间内流场变成类似于湍流的
混乱状态.
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与以往涡环或纽结涡管相比,本文研究的链环
涡管具有更复杂的几何与拓扑特性. 由于构造的链
环涡管具有解析的螺度表达式, 因此有望利用该初

始流场进行进一步的螺度解析分析. 此外, 这些
链环涡管的构造与演化可以推广至磁流体中的磁通

量管研究 [17].
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Evolution and helicity analysis of linked vortex tubes
in viscous flows
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We report the evolution of linked vortex tubes in incompressible viscous flow using the direct numerical simulation. The
initial linked vortex tube consists of two deformed vortex rings. The helicity of the constructed vortex tube satisfies an
analytical expression depending on the parametric equation of central vortex axis. Thus the linked vortex tubes can be used
for further helicity analysis. We find that if vorticity of the two vortex rings has the same chirality, the evolution of linked
and knotted torus vortex tubes has similar vortex dynamics. In contrast, for the opposite initial chirality, the vortex rings
can have intensive reconnection after a short time due to the large vorticity gradient between the rings, resulting in rapid
scale cascade towards a turbulent-like flow state.

vortex tube, helicity analysis, vortex dynamics
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